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Testo del mini progetto

Si definiscano le seguenti classi:

• EquazioneDiTerzoGrado

• Soluzione

• NumeroComplesso

• EquazioneDiTerzoGradoTest

con opportuni metodi pubblici che permettano di creare un’equazione di ter-
zo grado a coe�cienti reali (con coe�ciente del termine x

3 diverso da zero)
e di richiedere ad una equazione creata correttamente un oggetto della classe
Soluzione. Tale oggetto dovrà permettere di ottenere le soluzioni dell’equazio-
ne che l’ha generato. Poiché alcune delle soluzioni possono essere dei numeri
complessi, è necessario creare anche una classe apposita che possa rappresenta-
re adeguatamente un numero complesso. In allegato si trova la descrizione di
alcuni metodi per la soluzione di equazioni di terzo grado, scaricata da Wikipe-
dia in data 7 marzo 2016. Si possono consultare altre fonti a discrezione dello
studente, purché vengano citate nella documentazione del codice.

Ognuna delle classi (tranne quella di Test) dovrà essere dotata di un oppor-
tuno concetto di uguaglianza (tramite ridefinizione di equals() e hashCode())
e di un opportuno ordinamento naturale compatibile con l’uguaglianza (tramite
l’implementazione dell’interface Comparable<T>).

Le classi dovranno essere completamente autodocumentate tramite com-
menti interpretabili dall’utility javadoc e con commenti privati. Codice non
adeguatamente commentato sarà valutato negativamente.

La classe EquazioneDiTerzoGradoTest deve contenere un numero di test
adeguati per testare le possibili soluzioni di una equazione di terzo grado, in

particolare tenendo conto dei possibili valori di � = q2

4 + p3

27 , cioè positivo o
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nullo oppure negativo. In particolare, si dovrà testare che (approssimando i
valori a 5 cifre decimali):

• l’equazione 4x3 +23x2 +2x+1 = 0 abbia una soluzione reale pari a x1 =
�5, 66959 e due soluzione complesse pari a z1 = �0.04021 + 0.2061i, z2 =
�0.04021� 0.2061i;

• l’equazione x

3 � 15x� 4 = 0 abbia tre soluzioni reali pari a x1 = 4, x2 =
�3.73205, x3 = �0.26795;

Modalità di Consegna

I file .java per le quattro classi, senza indicazione di package (cioè appartenenti
al package di default), devono essere caricati entro la data di scadenza in una
cartella Google Drive dal nome

ASDL1516MP1-CognomeStudente-NomeStudente

che deve essere condivisa, in sola lettura, tramite l’account
nome-studente.cognome-studente@studenti.unicam.it

con gli account:

• luca.tesei@unicam.it (docente) e

• lorenzo.rossi@studenti.unicam.it (tutor).

Per la scadenza, farà fede la data dei file su Google Drive.

Allegati

Si allega di seguito la pagina Wikipedia relativa ai metodi per la soluzione di
equazioni di terzo grado a coe�cienti reali.
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Il grafico della funzione di terzo
grado: .
In rosso sono segnati gli zeri della
funzione.

Equazione di terzo grado
Da Wikipedia, l'enciclopedia libera.

In matematica viene detta equazione di terzo grado o cubica
un'equazione che si presenta o può essere trasformata in forma
polinomiale in cui il grado massimo dell'incognita è il terzo.
Pertanto, la sua forma canonica è

Il primo metodo risolutivo generale per questa classe di equazioni è
dovuto a Scipione del Ferro. Tuttavia, alla formula risolutiva viene
normalmente associato il nome di Girolamo Cardano, che portò a
compimento una serie di miglioramenti del metodo dovuti a vari
autori della scuola algebrica italiana.
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9 Voci correlate

10 Collegamenti esterni

Cenni storici
Sin dai tempi della matematica babilonese erano noti metodi risolutivi per particolari equazioni di terzo
grado, essenzialmente quelle che possono essere ricondotte ad un'equazione di secondo grado. I greci
riuscivano a risolvere geometricamente alcune equazioni di terzo grado tramite l'uso delle coniche, metodo
reso famoso dall'aneddoto della duplicazione dell'altare di Apollo. Durante l'età della matematica persiana,
Omar Khayyam credeva che, a parte i casi riducibili, non esistesse un metodo risolutivo generale per le
equazioni di terzo grado, opinione che ancora Luca Pacioli riportava nella sua opera del 1494 Summa de
arithmetica, geometria, proportioni et proportionalità.

Un primo procedimento risolutivo di buona generalità venne scoperto da Scipione del Ferro; la data esatta di
questa scoperta resta ignota, ma egli la comunicò in fin di vita (ca. 1526) ad un suo allievo, Antonio Maria
Del Fiore, detto Floridus in latino.

Niccolò Fontana, detto Tartaglia, già nel 1541 sapeva risolvere problemi implicanti equazioni di terzo grado:
quando si diffuse la voce, Floridus e Tartaglia si sfidarono a vicenda, ognuno sottoponendo all'altro trenta
"questioni" da risolvere entro una certa data. Quando arrivò il giorno stabilito, Tartaglia aveva risolto tutti
problemi di Floridus, ma questi nemmeno uno. All'epoca infatti i numeri negativi non venivano usati,
ricorrendo a diversi metodi risolutivi con soli numeri positivi: Floridus conosceva solamente un metodo per
coefficienti positivi, ossia per equazioni della forma

mentre Tartaglia gli aveva sottoposto tutti problemi con coefficienti negativi, e nella forma

probabilmente riconducendo questo caso al precedente. Era infatti noto che, se il coefficiente di terzo grado
è l'unità, allora quello di secondo grado cambiato di segno è la somma delle radici.

Sorse poi nel 1545 un'aspra polemica tra Tartaglia, Girolamo Cardano e Ludovico Ferrari, cui si deve la
soluzione generale dell'equazione di quarto grado, circa la paternità della soluzione. Venuto a sapere della
vittoria su Floridus, Cardano aveva invitato Tartaglia a recarsi da lui nella città di Milano, con la vaga
promessa di trovargli un mecenate. Tartaglia non aveva fonti di reddito stabili forse a causa della balbuzie,
causatagli da una sciabolata ricevuta da ragazzo durante l'assalto di Brescia da parte di truppe francesi nel
1512. Il difetto, a cui si deve anche il soprannome autoimpostosi di Tartaglia, lo rendeva inadatto
all'insegnamento, per cui l'offerta venne accettata. Tartaglia dunque rivelò a Cardano il procedimento sotto
forma di poesia: (tra parentesi la notazione attuale)

« Quando che'l cubo con le cose appresso [  ]

Se agguaglia à qualche numero discreto [  ]
Trovan dui altri differenti in esso. [  ]
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Girolamo Cardano

Dapoi terrai questo per consueto
Che'llor produtto sempre sia eguale [  ]
Al terzo cubo delle cose neto, [  ]

El residuo poi suo generale
Delli lor lati cubi ben sottratti [  ]
Varra la tua cosa principale. [ ] »

( Umberto Bottazzini, La "grande arte": l'algebra nel Rinascimento, a cura di Paolo Rossi, Storia della Scienza Vol. 1.)

Successivamente Tartaglia sosterrà di aver fatto giurare a Cardano
che non l'avrebbe mai reso pubblico ma il fatto è contestato dallo
stesso Cardano. Cardano e Ferrari a quel punto lavorarono sul
materiale fornito loro dal Tartaglia, andando oltre le sue scoperte e
riuscendo a fornire una dimostrazione rigorosa della soluzione; è
proprio in questo periodo che Ferrari risolve l'equazione di quarto
grado. Il procedimento risolutivo individuato dal matematico
bolognese richiedeva però la soluzione dell'equazione di terzo grado
scoperta da Tartaglia, e che non poteva essere pubblicata a causa
della promessa fatta da Cardano. Dopo qualche tempo tuttavia,
quest'ultimo venne a sapere delle precedenti deduzioni di Scipione
del Ferro e si recò quindi presso Annibale della Nave, genero di del
Ferro e suo successore alla cattedra di matematica dell'Università di
Bologna, nella speranza di riuscire a carpire le informazioni di cui
aveva bisogno. Il della Nave mostrò a Cardano il manoscritto sul
quale il suocero aveva annotato la soluzione dell'equazione, la stessa trovata da Tartaglia; fu così che
Cardano, sentendosi svincolato dalla promessa fatta, pubblicò il risultato noto come formula di Cardano.
Tenendo presente dalla poesia che  esprimendo il procedimento in un'unica formula si
ottengono le note formule cardaniche:

Pur se figlio illegittimo, astrologo, eretico e giocatore incallito, Cardano era un rispettabile professore a
Bologna e Milano, tanto che ebbe una pensione dal Papa. Egli fu uno scrittore prolifico nel campo della
medicina, delle scienze naturali e della matematica. Con l'uscita dell'Artis Magnae sive de regulis
algebraicis nel 1545, in cui vennero pubblicate le soluzioni per le equazioni di terzo e quarto grado, pur
riconoscendo la paternità delle rispettive scoperte a Ferrari e Tartaglia, divampò la polemica con Tartaglia.
Infatti questo non fu sufficiente per evitare le ire di Tartaglia che offese pubblicamente Cardano
chiamandolo "huomo di poco sugo"[1]. Ferrari difese accanitamente il maestro e ne seguì una lunga disputa
(dalla quale, comunque, Cardano si mantenne sempre neutrale). Sfidato pubblicamente da Ferrari, Tartaglia
fu umiliato e sconfitto e poco dopo vide il ritiro del suo incarico di professore.

Cardano e Ferrari divennero improvvisamente famosi, tuttavia nemmeno la loro fortuna durò a lungo: il
figlio di Cardano fu condannato a morte per l'assassinio della moglie mentre l'altro suo figlio lo derubò per
saldare i suoi debiti di gioco. Egli stesso venne poi imprigionato per aver calcolato l'oroscopo di Gesù
Cristo; Ferrari invece, dopo aver perso le dita di una mano in una rissa, fu probabilmente avvelenato dalla
sorella.
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Negli anni successivi François Viète trovò un altro metodo di risoluzione: una volta eliminato il coefficiente
di secondo grado si applica la sostituzione  che porta a un'equazione di secondo grado nella

variabile .[2]

Metodo risolutivo
Cardano, Tartaglia e altri algebristi italiani rinascimentali pubblicarono propri metodi per la risoluzione delle
equazioni di terzo grado. Tempo dopo François Viète, in seguito all'introduzione dei coefficienti letterali,
pubblicò nell'Isagoge in artem analyticam un metodo molto lineare, che prevede la risoluzione di
un'equazione di terzo grado completa riducendola, tramite una multipla sostituzione delle variabili, ad una
particolare equazione quadratica. Il procedimento è il seguente.

Un'equazione del tipo

si riconduce, applicando la seguente sostituzione

alla forma

dove

e

Si ottiene così un'equazione nella forma precedentemente descritta le cui soluzioni sono  dove 
e  sono le radici:

La formula per calcolare le soluzioni dell'equazione di terzo grado è quindi:
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Bisogna ricordare che per il teorema fondamentale dell'algebra un'equazione di terzo grado deve avere 3
soluzioni, bisogna quindi valutare anche i risultati complessi delle radici.

Ora è necessario calcolare se la quantità che sta sotto le radici quadrate, che chiameremo Δ, è positiva o
negativa.

Se Δ è maggiore di 0 si calcolano i due numeri reali  e  uguali a

e le soluzioni dell'equazione saranno:

Se Δ è minore di 0 bisognerà convertire il numero complesso

nella forma trigonometrica  e le tre soluzioni saranno i risultati delle formule:

Se Δ è uguale a 0 le soluzioni dell'equazione saranno:

Problemi relativi alle soluzioni
Cardano incontrò però alcune difficoltà, dati i metodi dell'epoca, a trattare casi come

Infatti applicando la formula risolutiva si trova
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e la radice di un numero negativo non si sapeva trattare. Però, cercando una soluzione con i metodi
geometrici di Omar Khayyam, si trova che una soluzione è  e di conseguenza altre due soluzioni sono
ottenibili risolvendo l'equazione

Quindi l'equazione ha tre radici reali, ovvero si ha la fattorizzazione

mentre la formula risolutiva porta a numeri non reali.

In generale si incorre in numeri non reali con equazioni della forma  per le quali

Questa disuguaglianza caratterizza quello che veniva chiamato caso irriducibile, caso ritenuto intrattabile.
Gli autori posteriori (primo fra tutti Rafael Bombelli) riprenderanno questi risultati giungendo alla
introduzione dei numeri complessi, entità indispensabili per disporre di un procedimento generale per la
risoluzione delle equazioni di terzo grado a coefficienti reali. I numeri complessi si sono poi rivelati
fondamentali per moltissimi altri sviluppi matematici, in particolare per il teorema fondamentale
dell'algebra.

Dimostrazione

Trasformazione della formula generale in una formula con soluzioni note

La tecnica utilizzata per trovare la formula risolutiva di un'equazione di terzo grado è quella di trasformarla
in un'equazione con soluzioni note. Se prendiamo l'identità:

ed eleviamo tutto al cubo otteniamo:

Abbiamo così costruito un'equazione di terzo grado della quale conosciamo la soluzione ( ).
Possiamo notare che l'equazione ottenuta non possiede il termine di secondo grado e  ha coefficiente 1. I
passaggi successivi avranno l'obiettivo di trasformare una classica equazione di terzo grado in un'equazione
simile a quella appena costruita.

Prendiamo quindi l'equazione di terzo grado e dividiamo tutti i termini per la costante :
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Abbiamo così portato il coefficiente di  uguale ad 1. Ora dobbiamo annullare il termine di secondo grado,
eseguendo una traslazione del tipo  otteniamo:

sviluppando le potenze di binomio si può notare che il coefficiente del termine di secondo grado è uguale a: 
 per annullarlo possiamo eguagliarlo a zero e ottenere:

La sostituzione che dovremmo operare sarà quindi:

Eseguendo i calcoli otteniamo un'equazione della forma:

ove:

Abbiamo così trasformato una classica equazione di terzo grado in un'equazione con termine di secondo
grado nullo e coefficiente del termine di terzo grado uguale ad 1. Ora dobbiamo rendere del tutto identiche
l'equazione appena ottenuta con l'equazione iniziale di cui conoscevamo la soluzione. Per fare ciò dobbiamo
eguagliare i termini di primo grado  a  e i termini noti  a  risolvendo il sistema:

Se eleviamo al cubo la prima equazione del sistema otteniamo:

Il sistema ci chiede di trovare due incognite la cui somma è  e il prodotto è . Per risolvere un

sistema del genere si può utilizzare l'equazione di secondo grado:

ove  e  rappresentano rispettivamente la somma e il prodotto delle nostre due incognite, risolviamo quindi
l'equazione:
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Dato che la soluzione della nostra equazione è  possiamo scrivere:

Utilizzo dei numeri complessi per trovare le soluzioni dell'equazione

La formula risolutiva trovata presenta due radici cubiche che in campo reale hanno una sola soluzione ma in
campo complesso ne hanno ben 3 ciascuna. Essa quindi fornisce in totale 9 risultati dei quali solo 3 di essi
saranno una soluzione dell'equazione di terzo grado, questo perché il teorema fondamentale dell'algebra
asserisce che un'equazione di grado  ammette precisamente  soluzioni.

Il problema deriva dal fatto che abbiamo elevato al cubo la prima equazione del sistema

e quindi, dato che stiamo ragionando in campo complesso, le soluzioni del precedente sistema sono quelle
soluzioni di

che risolvono  e in particolare dato che  è un numero reale dobbiamo verificare quando  è
anch'esso reale.

È da notare inoltre che la formula risolutiva presenta anche delle radici quadrate che in campo complesso
hanno sempre 2 soluzioni che dovremmo sempre prendere in considerazione.

Chiamiamo quindi  con il simbolo Δ e studiamo i due casi: Δ positivo e Δ negativo e il caso
speciale in cui Δ è nullo.

Primo caso Δ<0

Possiamo riscrivere la formula risolutiva nel modo seguente:
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Per calcolare le radici cubiche possiamo convertire i numeri complessi  e  in
forma trigonometrica. I due moduli quindi saranno uguali a:

gli angoli avranno la stessa ampiezza ma segno opposto dato che le parti immaginarie dei due numeri
complessi sono opposte, li chiameremo quindi  e .

Calcoliamo ora le radici cubiche dei numeri  e . Il loro modulo risulterà uguale a:

e le radici saranno:

Le soluzioni saranno quindi della forma  ma in realtà solo in tre casi il prodotto  ci
restituisce un numero reale (e quindi risolve ). Infatti esclusivamente nei casi ,  ed

 la parte immaginaria si annulla.

Quindi le soluzioni dell'equazione saranno:

Secondo caso Δ>0

Nel caso in cui Δ sia maggiore di 0 esso avrà una radice quadrata reale e quindi esisteranno due numeri reali 
 e  uguali a



Come nel caso precedente non bisogna soffermarsi sulle radici reali ma bisogna analizzare anche cosa
avviene quando il risultato delle radici cubiche è complesso. Per trovare anche i risultati complessi basterà
moltiplicare i risultati reali  e  per le radici cubiche dell'unità; abbiamo quindi i 6 risultati:

Anche questa volta, per controllare quando , ci basta vedere quando  è un numero
reale. Svolgendo i conti otteniamo quindi che le soluzioni dell'equazione di terzo grado sono

Caso Δ=0

Nel caso particolare in cui Δ sia uguale a 0 si può ricavare dalle formule trovate che le soluzioni sono:

Soluzione in forma non depressa
Si consideri una generica cubica della forma:

Si calcolino



Le soluzioni dell'equazione  sono date da

Alternativamente, la soluzione generale dell'equazione di terzo grado in termini dei coefficienti, può essere
scritta in forma compatta nel seguente modo:

dove

sono le tre radici cubiche dell'unità nel campo complesso. Essa può essere riscritta anche come

dove

con

Casi particolari

x3+x=c

Un metodo di soluzione di tipo idraulico è stato trovato da A. Demanet nel 1898 e tratta il caso particolare[3]
[4]
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Uno schizzo del sistema di vasi
comunicanti

in cui

L'equazione può essere, quindi, riscritta in modo semplificato eguagliando 

La soluzione si basa sulla teoria dei vasi comunicanti, mediante lo
studio di un sistema formato da un vaso a cono rovesciato collegato
ad uno cilindrico di eguale altezza, problemi di tensione superficiale
possono rendere meno accurata la precisione della soluzione.

Ipotizziamo di avere il sistema descritto sopra, che l'area della base
del cilindro sia pari a 1 e che il rapporto tra il raggio  del cono e la
sua altezza  sia:

Ora se indichiamo con  e  rispettivamente il volume dell'acqua[5] presente nel cono e nel
cilindro, e con  l'altezza dell'acqua nei due recipienti[6] avremmo che:

e che

tenendo conto della relazione tra l'altezza e il raggio del cono si ha che:

Se indichiamo con  il volume dell'acqua presente nel tubo che collega i due vasi e con  il
volume dell'acqua versata nei due vasi risulterà che:

se chiamiamo  otteniamo

Abbiamo così ottenuto un'equazione di terzo grado la cui soluzione sarà l'altezza, misurabile, dell'acqua in
uno dei due vasi comunicanti.
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Più in generale, se chiamiamo con  ed  rispettivamente il raggio del cono e del cilindro, 
l'altezza del cono e  l'altezza raggiunta dall'acqua si può ottenere l'equazione:

quindi scegliendo opportunamente i due recipienti possiamo risolvere anche un'equazione del tipo:

d=bc/a

Se l'equazione di terzo grado possiede la particolare caratteristica di avere il termine noto uguale a 
l'equazione si presenta nella formula:

in questo caso abbiamo immediatamente almeno una soluzione reale dato che la formula può essere vista
come:

Una soluzione, quindi, sarà sicuramente ; le altre 2 saranno reali o no in base al segno di .

Note
1. ^ Umberto Bottazzini, La "grande arte": l'algebra del rinascimento, in Storia della scienza moderna e

contemporanea, diretto da Paolo Rossi, Vol. 1: Dalla rivoluzione scientifica all'età dei lumi, p. 72, ISBN 88-02-
04152-0.

2. ^ (EN) Eric W. Weisstein, Vieta's Substitution, in MathWorld, Wolfram Research.
3. ^ Francesco Daddi, Strategie didattiche per promuovere un atteggiamento positivo verso la Matematica e la Fisica -

Risolutore di equazioni ad acqua (PDF), Università di Pisa. URL consultato il 28 dicembre 2012 (archiviato il 28 dicembre
2012).

4. ^ Italo Ghersi, Metodi fisici per la soluzione di equazioni algebriche, in Matematica dilettevole e curiosa, appendice
di R. Leonardi, 5ª ed., Milano, Ulrico Hoepli Editore, 2004 [1913], p. 253, ISBN 88-203-0469-4.

5. ^ L'unità di misura del volume dovrà appartenere allo stesso sistema di misura utilizzato per l'altezza, il raggio e
l'area, quindi se, per esempio, l'altezza è misurata in centimetri l'area dovrà essere misurata in centimetri quadrati e il
volume in centimetri cubi.

6. ^ L'altezza dell'acqua nei due vasi sarà la stessa dato che non contengono due liquidi diversi.
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